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Congruencias.

Def.11. Dado un entero positivo, n, se dice que dos enteros a, b son "congruentes
maodulo n" sy sdlo s b-aes multiplo de n.
0j O : esto significa, como estamos trabajando en el dominio de integridad , Z, de los enteros, que
existe un entero, h, tal que b-a=h.n. »
En tal caso, seescribe: a=b (mod n) o también ?-Fab :
Proposicion 3.
Larelacion x=y (mod n) , definidaen € conjunto Z de los enteros, es una relacion
de equivalencia.
Demostracion.
1) x-x=0=0.nindica que = s reflexiva;
2) s y-x=h.n (con h entero), tenemos x-y = -(y-x)=(-h).n (con -h entero) y esto
indicaque% essmétrica;
3) s y-x=h.n, z-y=k.n (con h, k enteros) setiene:

z-X = (z-y)+(y-x)= h.n+k.n = (h+k).n, lo cual indica que= estrangitiva
Proposicion 4.
Larelacion =es compatible con |as operaciones usuales de sumay multiplicacion de
enteros. [ver propiedad iii) en laseccion 6-B del texto de Lindsay Childs, pag. 49 o propiedades
8.5, 8.6 del texto de Saulo Rada Aranda, pag.35 ]
Demostracion.

Antes de demostrar lo afirmado, mencionemos que significa, méas en genera, que
unarelacion, T, de equivaenciaes "compatible' con cierta operacion * .

Def. 12. Compatibilidad de una relacion de equivalencia con una operacion.
[0, si se prefiere : compatibilidad de una operacion con unarelacion de equivalencia] .

Sean T unarelacion de equivalenciay * unaoperacion, ambas definidas en e mismo
conjunto E. Sedice quelaequivaenciaT es compatible con laoperacion * , o también
guelaequivalencia T esregular respecto a* sy sdlo s secumple:

"(X1:X2,Y1,Y2€ E) 1 sl X1 TX,, Y1 Ty, entonces (X1*y)T (X*Y,) .

En palabras: "s se actlia con la operacion sobre elementos equival entes, se obtienen
como resultados elementos equivaentes'.

Demostremos primero la compatibilidad de la congruencia médulo n con lasuma
usua deenteros:

S X13Xp, Y=Y, entonces xp-xi=h.n, y,-y;,=k.n, (con h, k enteros), luego
(XY 2)-(X1+y1)=Xo-X Y-y =h.ntk.n=(h+k).n

esdecir (X;ty)=(Xaty)) ;

demostremos ahora la compatibilidad de la congruencia

maodulo n con lamultiplicacién usual de enteros:

S X13Xp, Yi=Y2 entonces xp-x;=h.n, y,-y,=k.n, (con h, k enteros), luego
(X2y2)-(X1y1)=(X1th.n)(y+Kk.n)-(X1y1)= X1y1+X; .K.nth.nythank.n- xy4=
= n.(X1.k+h.y;+h.k.n) por lo cual laresta (X5y2)-(X1Y1)

resultaser multiploden, esdecir : (X1y1)=(X2Y2) -
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Observacion 7 ( importante).
Una de las consecuencias de |a proposicion que acabamos de demostrar, es poner en
evidencia que las congruencias tienen propiedades parecidas a las igual dades, como por
gemplo lassiguientes :
i) Dos congruencias (relativas a un mismo modul o) se pueden sumar y multiplica
"miembro amiembro”; en particular :
ii) en una congruencia eslicito sumar a ambos miembros un mismo nimero entero.
En efecto, s a=b, como para cualquier entero k setiene k=k (¢porqué?) sigue
(a+k)=(b+k) ;
iii) en una congruenciaes licito multiplicar anbos miembros por un mismo nimero
entero.
Estas propiedades son muy importantes, ya que, por g emplo, seran Utiles para resolver
el problemaanalogo a problema de resolver una ecuacion de primer grado en una
incognita:

"Hallar todos los enteros x talesque : ax+b=0".
Ejemplo 13.
Resolver la congruencia: 7x+4§2x+15 :
Sumando a ambos miembros (-2x-4) obtenemos :
7x-2x+4-4§ 2X-2x+15-4 ,
luego 5x 5 11;
luego, multiplicando ambos miembros por 2 :
10x=22= 4y como 10x= X (¢porqué?) tenemos al fina :
x§4 esdecir x-4=t.9, x= 9t+4 (cont entero arbitrario).

Es decir : unasolucion es x;=4y todas |as demas se obtienen sumando un multiplo
entero de 9.

Podria Ud. preguntar como se podia saber que era conveniente multiplicar ambos
miembros de la congruencia por 2, de manera que resultase 5.2=10=1 (mod 9) y por lo
tanto 10x=x .

Para eso conviene recordar € teorema 2 [pag. 8 de estaguia) :

como (5, 9)=1, esposible hallar enteros s, t tales que sea

5s+0t=1 (por gemplo s=2, t=-1) . De estamaneraresulta

5s=1 (mod 9); entonces multiplicando ambos miembros de la congruencia 5x =11 por
"s=2" , tenemos : 10x=x=22=4 (mod 9).

[lustraremos este hecho con € gemplo siguiente.

Ejemplo 14.

Resolver la congruencia 24x+1§ 15x+90 .

Primeramente podemos escribir la congruencia dada, reemplazando 24 por O [yaque
24=0(mod 8) ] ,15por 7y 90 por 2 : 1§ 7x+2 , luego, obteniendo

(7, 8) = 1 como combinacion lineal de7,8: 1=(-1).7+1.8 S (-1).7,

nos damos cuenta que multiplicando ambos miembros de |a congruencia dada por (-1),
obtenemos: -l§ -7x-2§ x-2 de donde x S 2-1=1,x=1+8t.

E31. Resuelvalas siguientes congruencias :
a) 40x§5 ; b) 21x§)8 ; C) 27x25588 ; d) 35x§43 ;

€) 40x+16=5 ;f) 31x-14=8 ;g) 7x+100= 88 .
9 10 25
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E32.Usando € teorema 2 [pag. 8 de esta guia], demuestre que toda congruencia del
tipo ax=b (mod n) tiene solucién, s (a,n)=1.

E33.Construya varios gjemplos que pongan en evidencia que en €l caso que

(a, n)=d >1 la congruencia ax=b puede tener solucion o no ( y esto depende del
valor quetieneb).

¢, que relacion debe haber , entre b, (a, n) para que la congruencia tenga solucion ?
E34. Demuestreque si (c, n) = 1 entonces en la congruencia cascb se puede
"smplificar" por ¢, en e sentido que: s ca=chb entonces necesariamente a=b .
E35. Dada una congruencia cualquiera, ax=b (mod n)

i)Demuestre que si X, es una solucion de la congruenciay si X;= X, (mod n)
entonces necesariamente X, también es solucion ;

if)Demuestre que si X4, X, Son soluciones de la congruencia dada entonces

No necesariamente X;= X, (mod n) ;

iii) Demuestre que si X, X, son soluciones de la congruencia dada entonces
necesariamente X;= X, (mod nyp) , siendo n1=n/(a, n) ;

E36. Demuestre que s (a, n) = 1 entonces la congruencia
ax=b (mod n) tiene exactamente una solucion x; tal que
0<x:;<n.
E37. En & teorema 2 [pag. 8 de esta guia] se afirmaque € (a, b) se puede expresar
como combinacion lineal (con coeficientes enteros) de a, b.
Demuestre que s un nimero entero, n, se puede expresar como combinacion lineal
n=s.att.b dea, b (con coeficientes s, t enteros) entonces necesariamente n es
multiplo de (a, b).
[sugerencia: recuerde el gercicio E10 de estaguial.
E38. Diga, justificando, s es cierto o falso que un nimero entero, n, se puede
expresar como combinacion lineal n=s.a+t.b de a, b (con coeficientes s, t enteros) s
y s6lo s n esmuiltiplo del maximo comun divisor de a, b.
Ejemplo 15.
Resolvamos la congruencia 15x=42 (mod 10) .
Como (15, 10) =5y como 5 no divide a 42, esta congruencia no tiene solucion.
Ejemplo 16.
Resolvamos la congruencia 318x=42 (mod 45) .
Como (318, 45) =3 y como 3 dividea42 , podemos observar que la congruencia
dada es equivalente alanueva congruencia: 106x=14 (mod 15) ;
(106, 15)=1,
1 = 1.106+(-7)15, luego 106=1, 106x =x =14

15 15" 15

lasolucion es: x=14 + 15.t (con t entero arbitrario).
E39. Resuelva las siguientes congruencias :
a) 39x§6 ; b) 20x§)8 ; C) 265x25585 ; d) 33x§43 ;

€) 4x+17=5 ;f) 33x-14 = 8 ;g) 95x+100 = 2550 .

E40. Demuestre que s d=(a, n) divideab entonces la congruencia ax=b (mod n)

tiene exactamente d diferentes soluciones Xy, X,,...,Xq talesque, si nlzg ;
0<x<n, X=X, (modny),i, k=1, 2,..., d.
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Ejemplo 17.

La congruencia 318x=42 (mod 45) tiene d= 3 soluciones (congruentes modulo 15)

end intervalo [0, 44] , asaber :

X]_: 14 , X2= 29 , X3:44 .

E41. Demuestre que para todo nimero natural, n, y paratodo nimero primo

positivo, p, setiene : (n+1)P= nP+1 (mod p).

[Sugerencia: recuerde laformula del binomio de Newton y observe que el coeficiente

®) es=0 s 0<k<p].

F;Z.Diga, justificando, cuales de | as siguientes afirmaciones son ciertasy cuaes
sas:
a) en la congruencia 8x=42 (mod n) , siempre se puede simplificar por 2,
obteniendo : 4x=21 (mod n) , que es equivaente alaanterior;
b) en la congruencia 8x=42 (mod n) , solo se puede simplificar por 2 s nes
¢) en lacongruencia 8x=42 (mod n) , sdlo se puede simplificar por 2 sines
impar;
P d) lacongruencia8x=42 (mod 2n) , esequivalente a:
4x=21 (mod n) , cualquieraque sea e entero positivo n.
E43. Demuestre que si un entero n esdivisiblepor ny, n,y s
(n4, Ny )=1 entonces n es divisible por & producto n,.n,.
[Sugerencia: como n = h.n;=k.n, recuerde la"aplicacion 2" del algoritmo de
Euclides (pag. 11 de esta guia) y observe que n; debe dividir k, por 1o cua k=r.n;,
n= k.n,=r.nn, .
E44. Demuestre por induccion, que s un entero n esdivisible por t enteros n,,
No,..., Ny, Y S ademas (n;, n, )=1 todavez que seaiizk , entonces n necesariamente es

divisible por €l producto IL[ni . ¢, Quedavalido € resultado s en lugar dela
i=1

hipétesis” (n;, n, )=1 todavez que seai=k " se considerala otra hipétesis:
"(ng, Ny, oy g )=1" 2
[Sugerencia: considere € gjemplo n;=6, n,=10, n;=15].

Axiomas de anillo y cuerpos.

Y amencionamos en esta guia las definiciones de Dominio deintegridad y de cuerpo
(conmutativo). [ver definiciones 1, 1' en la pag. 3 de esta guia]

Enunciaremos ahora ladefinicion de anillo :

Def.13 . anillo.

Un conjunto D con dos operaciones (sumay producto) sellamaun anillo s :

i)la suma es asociativa, conmutativa, con neutro , 0, y con la propiedad del Simétrico;
[ esto se expresa también diciendo que (D, +) €s un grupo conmutativo |

ii) lamultiplicacion es asociativa;

[ la multiplicacion no necesariamente es conmutativa ni necesariamente tiene neutro ni
necesariamente tiene la propiedad del simétrico para elementos# 0 |

iii) vale la propiedad digtributiva de la multiplicacion respecto ala suma;
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Ejemplo 17.

El conjunto M( de todas las matrices, de componentes enteras pares, de tamafio 2x2

con Iasumausual de matricesy lamultiplicacion usua (“filas por columnas') de
matrices es un anillo.

Def.13' . anillo con unidad, anillo conmutativo.

S en un anillo hay e emento neutro paralamultiplicacion, [ # 0], tal anillo sellamaun
"anillo con unidad” ;

Si en un anillo lamultiplicacion es conmutativa, tal anillo sellamaun

"anillo conmutativo".

Ejemplo 18.

El conjunto de todas |as matrices de tamafio 2x2 con componentes enteras ( 0
racionaes, o reales) es unaanillo con unidad ( pero no es anillo conmutativo);

El conjunto de todas las matrices de tamafio 2x2 con componentes reales no es un
dominio de integridad,| ver def. 1, pag. 3 de estaguial ya que la multiplicacion no es
conmutativa ; observe también que dos matrices no nulas pueden tener producto nulo,

: . 12 22 00
por gemplo, s A= [1 2] , B= [_1 2l resuItaAB:[oo

El conjunto de todos los polinomios, K[x], con coeficientes reales (o racionales) con las
definiciones usuales de sumay multiplicacion, es un anillo conmutativo con unidad [ es
ademas un dominio de integridad] .

El conjunto de todas las funciones continua R—R , con las usuales operaciones de
sumay multiplicacion [mencionado en el gjercicio E1 en lapag. 3 de estaguial €s un anillo
conmutativo con unidad [pero no es un dominio de integridad] .

Los anillos Z,
Dado un entero positivo n, larelacion definidaen e conjunto Z de los enteros por :
XTy ©y-x=h.n [esdecir: <> x=y] esunarelacion de equivalencia
Indicaremos €l conjunto cociente (Z/=) con el simbolo Z, .

Def.14. Clases de equivalencia [ ver también guia sobre relaciones| .

Si Sesunarelacion de equivalenciadefinidaen e conjunto E y acE, sellamaclase de
equivalencia, representadapor a, y seindicacon & simbolo [a]g[ 0, cuando no haya
pdigro de ambigliedad, smplemente con [a] o inclusive aveces, con a, sin corchete],
subconjunto de E formado por todos |os elementos de E que son equivalentes al
elemento a considerado, es decir : [a]g={xe El x Sa}

Def.15 Conjunto cociente, E/S, de un conjunto E respecto aunarelacién de
equivalencia, S, definidaen E.

Se llama conjunto cociente de E respecto alaequivalencia, S, definidaen E, al conjunto
cuyos elementos son todas | as diferentes clases de equivalenciade Sen E.

Ejemplo 19. SeaE={a, b, ¢, d, € y seaSlareacion defindaen E por :
{(aa),(bb),(c0),(dad),(ee),ab),ba),(ac)(ca,b:c),cb), (d 8, (ed)};
setiene entonces : [alg=[b]=[c]g={a b, ¢} , [d]=[€]s={d, €} ;

es decir, hay dos clases de equivalencia, asaber {a, b, ¢}, {d, €} ;
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El conjunto cociente E/S={ {a, b, ¢}, {d, €} } ={ [al, [€] } tiene dos elementos,
Observe que las clases de equivaenciatienen las siguiente propiedades :

i) toda clase de equiva encia tiene amenos un e emento;

i) dos clases de equivalencia diferentes no tienen elementos comunes;

i) launion de todas las clases de equivalenciaes € conjunto E.

E45.- Considere e conjunto cociente definido en e g emplo anterior [gemplo 19] y
diga, justificando, cuales de las siguientes afirmaciones son ciertasy cuales fasas:
) [dg#cls ;i) azc ;i) [ag#ld]s ;1v) [clg#le]s:

v) B/S={ [al, [b], [c], [d], [e]} ; vi) E/S=E; vii) [N [dlg=& ;

viii) [algN[c]g=D ; ix) [agN[c]g=[b]g;X) ac=Db.

E46.- SeaE={a b,c,d, e f};

i) definaunarelacion de equivadencia, S, en E, de maneraque € conjunto cociente
E/S tenga un solo e emento;

ii) definaunarelacion de equivadencia, T, en E, de maneraque € conjunto cociente
E/T tenga sais elementos,

iii) definaunarelacion de equivalencia, V, en E, de maneraque € conjunto cociente
E/V tenga tres elementos.

Ejemplo 20. seaE={1, 2, 3,4, 5, 6} y sea Slarelacion definidaen E en laforma
siguiente: xSy < |x-3|=|y-3| : Ias clases de equivalencia son entonces::
[1]=[5]={1, 5} , [2]=[4] {2 4y, [31={3}, [6]={6} ;

El conjunto cociente tiene 4 elementos :

E/S={ {1 5}, {2 4,{3} {6} } ={[1],[2],[3], [6] } .

Observe que se cumplen las tres propiedades mencionadas en e g emplo anterior.

Def.15'. particién de un conjunto no vacio, E.

Unafamilia,{U_} ,c A » desubconjuntos de E sellamaunaparticion de Esi y sblo si
cumple con las siguientes tres propiedades [familia= sinénimo de conjunto] :

) todo U # [es decir : todo subconjunto que se considera tiene almenos un elemento] ;

iy u ﬁUB¢@:>U UB [es decir : suconjuntos diferentes no tienen elementos comunes] ;
ii) uAU =E

[ es decir:la unién de todos |os subconjuntos miembros de lafamilia consideradaes E].

Ejemplo 21.

En cada uno de los dos gjemplos anteriores, € conjunto cuyos elementos son todas las
diferentes clases de equiva encia forma una particion de E. Esto no es una casualidad,
como se desprende del siguiente teorema:

Teoremas.

Teorema fundamental de las equivalencias.

Dado un conjunto E, no vacio, hay una correspondencia biunivoca (es decir unafuncién
biyectiva) natural entre el conjunto G de todas las relaciones de equivalenciaen E y el
conjunto P de todas las particiones de E . Esta correspondencia se obtiene asociando a
cada equivalencia en E la particion de E cuyos elementos son las diferentes clases de
equivaencia

[Una demostracién de este teorema se halla en laguia opcional sobrerelaciones]
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Ejemplo 22. (importante)

Sean E=Z, S= (=) = congruenciamédulonenZ ;

L as clases de equivaencia son las clases de congruenciamaédulo n ; € conjunto cociente
tiene n elementos.

En particular, atitulo de g emplo, consideremos e caso n=3.

Entonces: Z/S={[0]3, [1]3,[2]3} ; [0]3={0,-3,3,-6,6,-9,9, ....., 2457651, .....} ,
[1]3=(1,-2,4,-5,7, ....,-45003218, ....} , [2]3={ 2,-1,5, -4, ....,, 11111003456081,....} .

Ejemplo 23. (importante, ya que se usa desde cuarto grado de primaria....).
E=ZxZ* = conjunto de todas | as fracciones enteras con denominador #0 ;

S = relacién de equivalencia definida por : %S% & ad=cb;

L as clases de equivalencia son los conjuntos de fracciones "equivalentes' que
representan aun mismo nimero racional. Desde primaria se usan las fracciones de
enteros para representar 10s nimeros racionales, y nadie se confunde ya que cada clase
de equivalencia se representa sin usar corchetes ni [laves. Por g emplo, para representar
laclase de equivadencia:
3,_r3 -3 12 -252 : : 3
[ Z] V4416 336" [todasIasfraccmnesequwalent&saz], } seusa

simplemente el simbolo acostumbrado " % "

Ejemplo 24. (importante).
[ Definicion de los nimeros enteros a partir de los nimeros naturales |.

SeaN={0, 1, 2, ...} € conjunto de los nimeros naturales, E= NxN = el conjunto de los
pares ordenados de nimeros naturales y sea Slarelacion de equivaencia definidaen E
enlaformasiguiente: (a, b)S(c, d) & atd=c+b.

Se puede establecer una correspondencia biunivoca [es decir, definir unafuncion
biyectiva E/S — Z observando que en cada clase de equivalencia hay un anico
representante del tipo (a, 0), 0 (0, b) cona> 0, b>0y asociando alaclase[(a, 0)] €
nimero entero natural, a, y alaclase [(0, b)] € nimero entero negativo -b .

Esto permite dar una definicién rigurosa del conjunto de los nimeros enteros

[ por medio del conjunto cociente E/S ].

Por gemplo e nimero natural 7 estaria representado por la clase de equivaencia: [7] =
{(7,0),(81), .., (2356, 2349), .... }

y e nimero -2 por [2] ={(0, 2), (1, 3), ...,(2000, 2002), ....} .

En lo que sigue, verificaremos que en cada uno delos conjuntosZ, (n>1) , se
pueden definir operaciones de sumay multiplicacion de tal maneraque :

1) Z,, €s un anillo conmutativo con unidad ;

ii) sl n=p es numero primo, entonces Z, no solo es dominio de integridad sino es
cuer po conmutativo.

[ esto sigue del hecho que en todo dominio de integridad que sea un conjunto finito,
todo elemento no nulo tiene necesariamente inverso multiplicativol.
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Definicion de las operaciones de suma y multiplicacion en Z,,.

Hemos observado anteriormente[ ver def.12 y proposicion 4, en la pg. 24 de esta guia)

gue larelacion de congruencia es unarelacion de equivalencia compatible con lasumay

lamultiplicacion usualesen Z ;

esto significaque si X=X, , Y1y, entonces (X1+y1)=(Xoty2) Y (X1.Y1)5(X2.Y2) -

Este hecho permite definir operaciones de sumay multiplicacion en € conjunto

cociente operando sobre representantes cual esquiera de | as clases de equivalencia

consideradas:

[X]+[y] = [x+y];

[X].Iy] =[x . _ _ _
Esdecir : para sumar o multiplicar dos clases de equivalencia, elementos del conjunto

cociente, se pueden escoger un representante en cada una de las clases, sumarlos o

(respectivamente) multiplicarlosy luego poner como resultado de la operacidn, laclase

de equivalenciadd elemento obtenido.

Ejemplo 25. A titulo de giemplo, consideremos la equivaencia s en el conjunto Z
delosenterosy e correspondiente conjunto cociente

Zg=1{0,71,2,3,4,5} ; s queremos multiplicar la clase de equivalencia 3 por laclase 4
podemos multiplicar (en Z ) los representantes 3, 4, obteniendo 3.4=12 y luego poner

como resultado de lamultiplicacion la clase representada por € nimero 12 (quees 0
yaque 12% 0) . Andogamente s quisiésemos sumar:

3+ 4, podemosescribir 3+ 4 = 3+4 =7 :I,yaque7§1 .

En esta manera podemos congtruir lastablas paralasumay para
lamultiplicacionen Zg:

+]012345 x| 012345
0/012345 0/000000
11123450 1012345
2234501 2|024024
3|/345012 3030303
41 450123 4|l042042
5/501234 5/054321

Def. 16. Homomor fismo.

Si (E, *), (F, #) son dos conjuntos con cierta operacion, unafuncion f: E—F sellama
un homomorfismo s y sdlo s se cumple, paratoda escogencia de dos

elementosx,y eE:  f(x*y)=f(X)#(y)

esdecir, lasdos acciones dei) aplicar lafuncidn, ii) aplicar la operacion , deben
conmutar;
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debe dar & mismo resultado:

a) componer en e dominio dos elementos, X, y, obteniendo el elemento x*y y aeste
aplicar lafuncion . obteniendo f(x*y) ;

b) primero aplicar lafuncion alos dos elementos, obteniendo f(x), f(y) y luego
componer lasimégenes en e codominio : f(X)#f(y) .

Ejemplo 26.

Sean V, W dos espacios vectoriales y consideremos en cada uno la operacion de suma
de vectores ; entonces unatransformacion linea T : V—W es un homomorfismos de
(V,+) a(W,+) yaque paratodo par de vectoresu, v en V setiene T(u+v)=T(u)+T(v).

Observacion 9 (importante).
Dado un entero positivo n'y la congruencia= , por lamaneraen que se han definido las

operaciones de sumay multiplicacion en e conjunto cociente, Z,, , lafunciénp: Z—Z,
definida asociando a cada entero su clase de equivalencia: p(x)=[x] , resulta ser un
homomorfismo ya sea considerando la operacién de suma, ya seala operacién de
multiplicacion. [ver def. 16]

Esto significaque:

"X, yeZ 1 p(x+y)=p(x)+p(y) , P(xy)=p(x)R(y) -

En efecto setiene: p(x+y) = [x+y]= [X]+[y] = p(x)+p(y) ,
p(xy) = [xy]=[XI[y] = p(x)p(y) -

Proposicion 6. (importante).

Sean un conjunto con operacion (E, * ) y unaequivaencia, T, compatible con * ;

6i) Se puede entonces definir una operacion *' en el conjunto cociente [que sellamala
operacion inducida por * en el cociente] con @ [X]+*' [y]1 = [X*Ylt;

6ii) lafuncion n : E— E/T , definida por (X)=[X] , [ que asociaatodo elemento de E la

clase de equivalencia ala cual pertenecey que se llamala"proyeccion natural sobre el cociente']
resulta ser entonces un homomorfismo sobreyectivo;

6iii) del hecho que T es un homomorfismo sobreyectivo sigue que si la operacion *
definida en E tiene cualquiera de | as siguientes propiedades que se mencionan a
continuacion, por consiguiente la misma propiedad |a tiene también la operacion *'
inducidapor * en & conjunto cociente, E/T :

a) propiedad asocidtiva ;

b) propiedad conmutativa;

C) propiedad del neutro;

d) propiedad del sSimétrico;

€) en & caso que en E haya dos operaciones (sumay multiplicacién) compatibles con la
equivalencia, T, propiedad distributiva de la multiplicacion respecto alasuma.

Unaimportantisima consecuencia de esta proposicion es que :

como el conjunto de los nimeros enteros Z, con las dos operaciones de sumay
multiplicacién es un anillo conmutativo con unidad entonces, igualmente, el
conjunto cociente Z,, con las operaciones de sumay multiplicacion inducidas, resulta
ser un anillo conmutativo con unidad.
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Proposicion 7. _ _
Si n esun nimero primo entonces Z , s un cuerpo conmutativo.

Recuerde [ def. 1' delapag. 3 de estaguial que un cuerpo conmutativo es un conjunto,K ,
con dos operaciones, indicadas como "suma’, +, y "multiplicacion” x , tales que:

1) (K,+) esun grupo conmutativo ;

2) (K* x) es un grupo conmutativo [siendo K* & subconjunto de K formado por los
elementos distintos del neutro de lasuma] ;

3) vaelapropiedad distributiva de la multiplicacion respecto ala suma.

Demostracion de laproposicion 7.

Como ya sabemos que los conjuntos Z, con sumay multiplicacion inducidas por la
sumay lamultiplicacion usuales de los nimeros enteros, son anillos conmutativos con
unidad , lo Unico que deberemos demostrar es que:

si n=p es nimero primo, entonces en (Z,)* valelapropiedad del simétrico respecto ala
multiplicacion, es decir que :todo elemento no nulo de Z, tiene inverso multiplicativo.
SeaxeZ , x#0; como el neutro,0, delasumaenZy es

[0] ={...-2p,-p, O, p, 2p, ..., NP, ...}, entonces, x0 significarax=[d , con (g, p)=1, por
lo cual existen s, t enteros, tales que s.at+t.p=1; de esto sigue que [s] esinverso
multiplicativo de[a] , yaque[s].[a] = [s.a] =[1-t.p] =[1] - [t.p] =[1]-[O]=[1] = neutro
de Iamultlpllcauon enzy.

Proposicion 8.

Si nesun entero mayor que 1y si n es un nimero compuesto entonces Z, N0 es un
dominio deintegridad .

Demostracion.

Para poner en evidenciaque Z,, no esun dominio de integridad, bastara exhibir dos
elementos no nulos de Z,, cuyo producto sea nulo;

S n escompuesto, existen nq, N, talesque n=n;n,, 1< n;<n,<n,

por lo cual [nq]# 0=[0] #[n,] , pero [n4].[no]=[nyn,]=[n]=[0]=0.

E47. Halletodos los elementos ae Z 1, tales que existaun be Z4,

de maneraque seaa#0 #b , ab=0.

E48. Diga, justificando, si |a ecuacion 3x+1=6 tiene solucion en Z 1.

Def. 17. Divisores del cero.

Sea A un anillo.

Un elemento ae A, (a#0), sellamaun divisor del cero s y solo s existe otro elemento
be A, (b=0) tal queab=0.

Nota: en ladefinicion de divisor del cero se exige que los elementos considerados sean 20 , yaque s
asi no fuese, todo elemento del anillo seriadivisor del cero y ladefinicidn quedaria sin ningun interés.

Ejemplo 27. En & gjemplo 25, consideramos € anillo conmutativo
Zs={0,1,2,3,4,5} ; eneseanillo, loselementos Z, 3, 4, son divisores del cero, yaque

23=0,34=43=0;
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por otra parte, los elementos T, 5 son unitarios (ya que tienen inverso multiplicativo :
recuerde ladef. 6).

E49. Enel anillo Z44:
a)Halle e subconjunto, B, de todos los divisores del cero;
b) halle & subconjunto, U, de todos |os elementos unitarios;

c) diga, justificando, s {{0}, B, U } es o no esuna particion de Z 4.
E50. Lo mismo quelo del gercicio anterior, parael anillo Z;g.

E51. Escribalas tablas de las operaciones de sumay multiplicacion para cada uno de
los siguientes anillos:

Zy, 73,74, Z5; ademés diga, justificando, cual o cuales de ellos son cuerposy cuales
no.

E52 . @) Escribalastablas delasumay delamultiplicacion parae anillo Zg;

b) recuerde e gemplo 12 de esta guiay considere la siguiente ecuacion de primer grado
enZg: 7x+4 = 2x+15 , indicando aqui con letras negritalas clases de equivalencia: por
gemplo x=[x] , 7=[7] etc. Indique las operaciones que Ud. efectuariaen Zg, para
"despgiar" laincognitax en la ecuacion dada;

[sugerencia: comience por observar que [15]=[6], ya que 1556 ;

luego sume alos dos miembros de la ecuacién el elemento 5 (=-4),

asi como 7x (=-2x) , obteniendo 5x=11 ; al final, vea en la tabla de multiplicar de Z4 cual es el
inverso multiplicativo de 5, y multiplique ambos miembros por ese inverso multiplicativo].

E53. Usando lastablas de sumar y de multiplicar halladas en €l gjercicio E5S1 , resuelva
las siguientes ecuaciones en Z :

a) 2x+3=4 ; b)x-3=3x+2;c) x%=1 ; d)x3=3 ; e) x*=1.

Def.18 :La funcion de Euler, @ : N*—>N* .
Paratodo nimero entero positivo, n, se define (n) como & ndmero de los enteros
positivosk, menoresoigualesquen, talesquesea: (k,n)=1;
[es decir : € nimero de enteros positivos menores o iguales que n y relativamente
primos connj ;
Asi por gemplo : ¢(2)=1, ©(3)=2, P(4)=2, P(6)=2.
E54. Demuestre que :
a) S el entero positivo p es primo entonces Q(p)=p-1;
b) s € entero positivo p es primo entonces :
P(p")=p"-p™i=p™i(p-1) .
C) [optativo] st m, n son enteros positivos tales que (M, n)=1 entonces :
Q(MN)=Q(M)Q(n) ;
E55.[optativo] Usando los resultados del gercicio E54 , demuestre que: a) si n= p'qt

(con p, g primos positivosy r, t enteros positivos) , entonces @(n)= n(1- FlJ )(1- a) ;
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b)s n= fl(pi)ri {esdecir : 9 ntienek factores primos diferentes.  p4, pP2,..., Pk }»
1=

Lyl L Ry
entonces P(n)= n(1- pl)(1 p2)....(1 o)

por gemplo :((120) =120.(L- 3 )(1- 3)(1- &) = 32.

E56. Demuestre que en Z, hay exactamente (n) elementos unitarios y n-1-@(n)
divisores del cero

[ por gemplo en Zg los unitariosson 1, 2, 4, 5, 7, 8 y los divisores del cero son 3, 6; por
otra parte(9)=6, 9-1-9(9) = 9-1-6=2] .

E57. Averigue (y justifique) cuales conjuntos (Z, Z1) Se obtendrian como conjuntos
cocientes de Z respecto alas congruencias s, 5
E58.- Para cada una de las siguientes operaciones definidas en Z (conjunto de los
enteros), diga, justificando, :
58a) si es0 no es compatible con larelacion de equivalencia= ;
58b) s induce o0 no una operacion en e conjunto cociente Z , .

1) X*¥y = X+y+x+y

i) x*y = (x, y) [ =MCD{x, y} I;

i) x*y = =y [;
V) X*y = x+2y ;
V) X*y = 5x-3y .

E59.- Demuestre que la ecuacion x?-1 = 0 tiene cuatro solucionesen Z ;5 .

E60.- Halle halle los valores de |as constantes b, ce Z, , para que ecuacion polinomial
x?+bx+c=0 no tenga solucionesen Z, .

E61.- Halle e inverso (multiplicativo) de [13] en Z4.

E62.-Para cada una de las siguientes afirmaciones, diga, justificando, S es ciertao fasa

a) Si p esun entero, >1, primo entonces Z , tiene exactamente p-1 elementos unitarios
[es decir : con inverso multiplicativol;

b) en un dominio de integridad, dos elementos unitarios siempre son asociados,
C) ((45)=24 (siendo @ lafuncion de Euler);

d) s en unadivisién segun Euclides el dividendo es negativo, entonces €l resto puede
Ser negativo;

e) La ecuacion polinomial x2+bx+c=0 (cualesquiera que sean b, ¢) siempre tiene
solucionenZ,,;
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Soluciones de los gjercicios desde E31 hasta E62.
SE3l.a) x=8 ;b) x=8 ;¢) x=19 ;d) x=5 ;
P A 5
e)x§4 ; )X1=o ,g)x2=5 .
SE32. Si (a, n)=1 existen enteros h, k tales que ah+kn=1 luego bah+bkn=b ,
a(bh)-b = (bk)n = 0 porlocua x=bh esunasolucion delacongruencia.

SE33. Lacongruencia ax =btienesolucionsiy solo s (a, n)| b, por lo cudl,
por gemplo: 4x 5 b tiene solucion si b=38, notiene solucién s b=47 .

SE34. cazcb < cacb=c(ab) =hn [conhentero] y como clhn pero (c, n)=1 sigue
clh,h=hic, clab) =h.cne (ab)=hineasb.

SE35. i) si X1 essoluciony si X1 = X2 entonces ax1-b =hn, x3-xo=kn [h, k enteros] ,
luego a(xo+kn) -b=hn , axp-b=hn-akn=n(h-ak) = O porlocual x2 es solucion
delacongruencia;

ii) por gemplo, s lacongruenciaes: 2x = 8, setiene: 2x = 8o X = 4 y por

giemplo x1=4 , X2=9 son dos soluciones que no son congruentes médulo n=10;
iii) Seand = (a n) , a=ad, n=md, [ [**]observe que entonces (ag, n1) = 1] ;
sl X1, X2 son dos soluciones cualesquierade lacongruencia ax = b, entonces

ax1=ax2=b, luego agxg 5 a2, ay(x1-x2) =hny, alh [pof**]] luego
h=hja1 , a1(X1-x2) =hni=hjaini por locua (X1-x2) =hy N1 = X1 r%l X2.
SE36. Hemos verificado en E32 que la congruenciatiene solucionesy por E35iii)
sl X1, X2 son dos soluciones cualesquiera entonces xp = X2, X2- X1= hn.

Por lo tanto, si 0 < x1< X2 < N, tenemos : -n < Xo- X1 < N luego |xo- x1/<n y como
Xo- x1= hn, [hn|< n, con h entero. Esto es posible Gnicamente si h=0, en el cual caso
X1= Xo. Por lo tanto hay una Unicasolucion en € intervalo [0, n) .

SE37. Sean d=(a, b) , n=sa+tb ; como d es divisor comin de a, b, setiene
a=ayd, b=b1d, n=sattb = n=sad+tb1d = (say+tb1)d lo cua indica que n es multiplo
de d.

SE38. Escierto. En € gercicio E37 severificaque s n=sat+tb entoncesn es multiplo
de d=(a, b) ; fatajustificar que s n=kd entonces n es combinacion lineal dea, b:
como gracias a agoritmo de Euclides se puede expresar d=uat+vb entonces tenemos :
n=kd = k(uat+vb) = (ku)a+(kv)b = combinacion lineal de a, b.
SE39. a) x§2 ; b, d) no tienen solucién ; c) x§4 ;
el x=1 ;f) x=8 ;g x=0.

3 1 5

SE40. Sean d=(a, n) ,a=a1d, b=b1d, n=n1d ; sabemos que entonces

36
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X=b & ax ﬁl by y por € gercicio E36 hay exactamente una solucion, X1, en

el intervalo [0, ny) ; por otraparte, por e gercicio E35 : Xp=X1+N1 , X3=X1+2n1 ...
... Xk+1 = X1tkny son soluciones[ k=1, 2, ..., d-1] en€ intervalo [0, n).
Quedaria verificar con detalle que cualquier solucion en € intervalo [0, n) esunade
las x; que hemos mencionado.

SE41. Como ( Fk) ) :kl(?o|k)l y como € primo p no esfactor del denominador

semprey cuando sea0 < k < p, setiene que en € desarrollo delaformulade la
potencia p-ésima de (a+b) todos los sumandos, con excepcion del primeroy del
ultimo, son nimeros enteros multiplos de p (ya que p es factor del numerador);

Por o tanto (at+b)P= ap+p(entero)+bp§ aP+bP y en particular (n+1)|0§ nP+1.

SE42. cescierta; a, b, d sonfalsas.
SE43. Lasugerencialo dice todo.

SE44. Sea P(t) lapropiedad :
" s unenteronesdivisiblepor t enteros ng, n,,..., Ny, Y s ademas (n;, n )=1 toda

vez que seaizk , entonces n necesariamente es divisible por € producto Hni "
i=1

1

P(1) esciertayaques t=1 € producto Hni esigua a mismong ;

i=1
Supongamos ahoraciertaP(k) y sean  ny, n,,..., N, N1 NUMeros que satisfacen la
hipotesis; por hipoétesis inductiva entonces € nimero h=nyn,...n, =producto de los
primeros k nimeros dados, divide an ; ademas, por € resultado del gercicio
anterior, paraasegurar que €l producto nqn,...n.N,.,1= hn,,1 divide an es suficiente
justificar que (h, n,1)=1 10 cual es consecuenciadel hecho que por hipdtesis, los
k+1 nimeros asignados no tienen (dos a dos) ningun factor primo coman.

SE45. Son ciertas: ii, ii, 1v, Vv, Vil, iX ;

son falsas: i, vi, viil, X .

Nota: lav escierta, yaque, cuando se representa un conjunto "por extension" es
decir enumerando |os elementos, no importa s se hacen repeticiones, por emplo :
F={1,2,3,4} ,G={1,1, 2, 3,4, 2,3} son e mismos conjunto ya que tienen los
mismos &l ementos.

SE46. i) La Unica posibilidad es que haya una sola clase de equivalencia, es decir
gue paratodo par de elementos x, y del conjunto dado, se tenga

"x relacionado con y" ; esun caso en ciertaformatrivia y laequivaencia definida
en estaformaen un conjunto sellama"la equivalencia universal”;

ii) este esotro caso trivia y la tnica posibilidad es que todo elemento del conjunto
dado esté relacionado sblo consigo mismo, es decir la equivalencia deberd sela
igualdad : "x relacionado con y" S y s0lo S x=y;
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iii) para que hayatres clases de equivalencia, basta considerar tres subconjuntos no
vacios, dos ados sin elementos comunes'y cuya union sea el conjunto dado [es
decir, considerar una"particion” con tres subconjuntos;

Hay muchas posibilidades; por gemplo las clases de equivaencia podrian ser {a, b},
{c,d}, {e f} ylaequivalenciaestariadefinida por € conjunto :

{(a4a),(bDb)(cc)(dd),(ee),(f) (ab),ba),lcd),(dc),(effe};
otraposibilidad podriaser sendo las clases de equivalencia{a}, {b}, {c, d, e f} etc.

SE47. Son los elementos representados por nimeros, a, (ddl intervalo (1, 11) tales que

(a 12) >1; asaber: 2,3, 4,6, 8,9, 10; atitulo degemplo : 2.6 =12 5 0;94=36 5 0.

SE48. No tiene solucion ya que lacongruencia: 3x+1 5 6 no tiene solucion.
SE49. Divisoresdel ceroenZi6: [2], [4], [6], [8], [10], [12], [14] ; por gemplo
[14][8]=[112]=[0]; unitarios: [1], [3], [5], [7].[9], [11], [13], [15] .

SES0. Divisores del cero en Z1g: todos |os elementos representados por :
2,3,4,6,8,9, 10, 12, 14, 15, 16 ; por gemplo [14][9] =[126] =[O] .
Unitarios : todos |os e ementos representados por 1, 5, 7, 11, 13, 17 ;

SE51. Son cuerposZo, Z3, Zs; ho escuerpo (ni dominio deintegridad) Z4 .

SE52b. Sumando (-2x) y -4 aambos miembros se obtiene : 5x=11, luego, observando

gued inverso de5es 2, yaque 2.5=10=1 , multipliquemos ambos miembros por 2
obteniendo : x=22=4 .

SES3. @) x=3 , b) x=0, ¢) x1=1, xo=4, d) Xx=2, €) x1=1, xo=2 X3=3, X4=4 .

SE57. Z1 esd anillo cociente de Z obtenido con laequivalenciauniversa, en lacual
todo elemento es equivalente a cualquier otro ya que todo entero es multiplode 1 ;
por lo tanto Z4 tiene un solo elemento;

Zo es € anillo cociente de Z obtenido con laequivaencia"igualdad" de maneraque
todo elemento de Zg es una clase de equivalencia que tiene un solo elemento;
intuitivamente hablando, Zg es"lo mismo que Z" , mientras que en formarigurosa
podemos decir que existe lafuncion f : Z—Zg definida por f(n) = [n] que resulta ser
un homomorfismo biyectivo.

SES58. i, iv, v son compatibles con la congruencia médulo n, y por consiguiente
pueden inducir una operacion en € conjunto cociente;
ii) no es compatible; por gemplo si Nn=6, tenemos 4*14=(4, 14)=2; 4 § 10,14 i 20,

y sin embargo 10* 20=(10, 20) = 10 pero 2 no es congruente a 10 médulo 6;
iii) tampoco es compatible ; por gemplo: 2*3=[2-3|= 1,2§8,3§3 y sin

embargo
8*3=18-3|=5, pero 1 no es congruente a5 mddulo 6.

SER9. lassolucionesson: 1, 4, 11, 14. SE60 b=c=1 SE61 4.13=52=1

38
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SE54. Sabemos queindicando con |E| e nimero de elementos del conjunto E, se

tiene: (n)= [{xez| 1<x<n, (x, n)=1}I;

54a) Si p es primo, entoncestodos los p-1 nimeros naturales del intervalo [1, p-1] son

relativamente primos con p, por lo cua ¢(p)=p-1;

54b) Si n=1 entonces laformula @(p")=p™*(p-1) seescribe @(p)= 1.(p-1) locua se

demostré en 544); s n>1, observemos que |os Unicos nimeros del intervalo [1, p

gue tienen algun divisor comun ,[ > 1], con p" son los multiplos de p, a saber :

P, 2p...., P™1p=p" que son exactamente p™1; por lo tanto los restantes p"-p™* son los

¢(p") naturalesdel intervalo [1, p"| relativamente primos con p" asi que
O(p")=p"-p™t=p"(p-1) ; _ _

54c) Sean n, m dos naturales (>1) , relativamente primos|[ (m, n)=1] y sean

A={X1, X2,...Xn } € conjunto de los ¢(m) nimeros del intervalo [1, m], relativamente

primosconm, B={ y1, y2,....yk } & conjunto de los ¢(n) nUmeros ddl intervalo [1, n],

relativamente primosconn, E={ z3, z,...,Zs} & conjunto de los ¢(mn) nimeros del

intervalo [1, mn], relativamente primos con mn ;
consideremos lafuncién f : E— AxB que asocia atodo nimero, X, natura del conjunto
E, de los nimeros relativamente primos con mn e par ordenado f(x) =(x; , yk) definido
por: X =Xj, X=Yk; f estabien definida, yaque si xe E entonces x no tiene ningun
factor primo comun con mn 'y por consiguiente tampoco con m ni con n ; bastara poner
en evidenciaque f es biyectiva para poder afirmar que s=h.k , esdecir
o(mn)= @(m)o(n) .
Setienef(x) =(xj,yk) iy solos x=Xj, X =Yk, esdecir, X es solucion del sistema
X = Xi

ioa- Jm Y
de congruencias: {x = yk
congruencia X = Xo €on Xp = msyk+ntx; , siendo s, t numeros enteros tales que

y este sistema, [como se verificafacilmente], €s equivalente ala

mstnt=1.
nota: este esun caso particular del "teorema chino del resto”, cual setrataramas ante|.
icular del hino del del cual Amés adel

Del hecho que lacongruencia x = o tiene unasolucion en el intervalo [1, mn] sigue

gue f es sobreyectivay del hecho que hay una sola solucién en € intervalo [1, mn] sigue
quef esinyectiva

SE55a. Sean=p'gt (con p, g primos distintosy r, t enteros positivos) , entonces
por SEF14C (Pl(n)= (p(lor)lcp(qt )1y por  SE54b @(p")o(q! )=p"1(p-1)qt (1) =
At (1 V12 = (1 = V(1. T -

Paf(lp) (L) =n(l- 5)(-5)

SES55b. Por inducion : si k=1 entonces n = fI(pi)ri =p", o(n)=pL(p-1) = n(l-s);
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s+l

s lapropiedad es cierta para k=s entonces n= H(p,)rl = ( H(p,)rl o =mp',

indicando psi1'sticonp” y ( H(pi)ri ) con ny. Luego, por SE54cy por hipotesis

inductiva: @(n)= @(n)Q(p") = n1(1-*)(1 *) (1- *)(ps+1)rs+1(1- )=

Ps+1

=(m (ps+1)rs+1)(1 o )(1- *) (1- o )(1-
SE62.-a,b, C C|ertos, d, efalsos.

Por ejemplo x%+x+1=0 no tiene solucién en Zo . Si n esimpar entonces toda vez que

en Zn e elemento representado por b2-4ac = b2-4c no es cuadrado de algiin € emento,
41

[ esdecir, todavez que la congruencia Xzﬁ b2-4c¢ no tengasolucion |, €l polinomio x2+bx+c
no tendra ceros.

)=n(1- *)(1-*) (1-*)( ).

Ps+1 ps+1

Def. 19: grupo (G, *). [ver también en lapag. 3 de estaguiadef.1-i ].
Se llama grupo a un conjunto no vacio, G en € cua se haya definido una operacion, * |
asociativa, con elemento neutroy con lapropiedad del simétrico.

Nota : analice todos los gemplos de grupo que aparecen en € texto de Lindsay Chils,
cap. 11, pag.92.

E63. Sea(G,*) un grupo.

a) Resuelvad gercicio E9 delapag. 92 ddl texto de Lindsay Child

b) demuestre que paratodo elemento, ac G , lafuncion f : G—G definida por f(x)=a*x
esinyectiva;

¢) demuestre que si G es un conjunto finito entoncesf es biyectiva;

d) dé un ggemplo de grupo no finito, con agun elemento ac G , de maneraque f no sea
sobreyectiva;

€) usando los resultados de | as partes b, ¢ de este gercicio, demuestre quesi D esun
dominio de integridad con un nimero finito de elementos, entonces necesariamente D es
un cuerpo conmutativo;

f) demuestre que si p es nimero primo entonces Zp es un cuerpo conmutativo.

E64. Dado cualquier Z, sea G e subconjunto de Z, formado por |os elementos [X]
tales que (x, n) =1; esdecir G = { [x]e Zn| x e Z, (x, n) = 1}..Demuestre que G con
lamultiplicacion de Z, es un grupo.

[sugerencia: i) verifique primero que multiplicando dos elementos del subconjunto G,
Se obtiene un elemento del mismo subconjunto;

ii) verifigue luego que se cumple la definicion de grupo [def.19];

en particular, ponga en evidencia que se cumple la propiedad del ssmétrico tomando en
cuentaque[lle Zny laparte c) del gercicio E63.
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E65 Halle el grupo, G , que se mencionaen €l gercicio E64 para Z4,Z¢ 27,29, Z12
Verifique que en cada caso € nimero de el ementos que tiene € grupo que se menciona
esta dado por e valor delafuncién de Euler, por g. | Z12| = ¢(12) = 4.

E66. a)Demuestre € "teorema abstracto de Fermat” para un genérico grupo
conmutativo, G, de n elementos. [pag. 92 del texto de Lindsay Childs].
b) demuestre el teorema de Euler [pag. 94 del texto de Lindsay Childs].

Def.20 Orden de un elemento en un grupo.

SeaGungrupoy seaae G ; sellamae orden de ael menor nimero entero positivo, n,
tal que @’ =e=neutro de G.

[recuerde que @ se define por induccion : 0= e, s k > 0: ak*1= gkxa].

E67. Demuestre que todo elemento de un grupo finito tiene orden.

E68. Demuestre que e orden de cuaquier elemento de un grupo conmutativo finito
divide al nimero de elementos que tiene & grupo.
Nota: esta propiedad también vale s € grupo no es conmutativo.

Def.21. Grupo ciclico.

Un grupo (G, *) sellamaciclico s existe algun elemento ac G, tal que lafuncion
Z—G definida por f(x)=aX sea sobreyectiva. Observe que esto significa que todo
elemento de G se puede expresar como una potenciade a.

[recuerde que si x < 0 se define a=(aX)-1=(a1)(¥) ].

Observacion 10. Se puede demostrar que paratodo nimero primo, p, €l grupo
multiplicativo formado por los elementos no nulos de Zp con lamultiplicacion es
ciclico;

mas auin, se puede demostrar que €l grupo multiplicativo formado por los elementos no
nulos de cualquier cuerpo finito es ciclico [ esto de debe a hecho que todo cuerpo finito [como
demostré el matematico Maclagan Wedderburn] es necesariamente conmutativo y a hecho que en un
cuerpo conmutativo, toda ecuacion polinomial de grado k tiene alo maximo k soluciones].

E69. Resuelvalos gercicios E17 hasta E26
depag. 96 [ partel, cap. 11, D, E del texto de Lindsay Childs].

E70. demuestre que en un grupo ciclico de n elementos, paratodo divisor , d, de n hay
exéctamente ¢(d) elementos de orden d.

Soluciones de los g ercicios desde E63 hasta E70.

SE63a. " En todo grupo G: a*b=a*c = b=c" .

En efecto, por la propiedad del simétrico, existe de G tal que d* a=e=neutro, luego :
ab=arc p d*(a‘b) = d*(ac) - (d*a*b = (d*a)*c  e*b=e*c b=cC.
Justificaciones : (1) multiplicando d por elementos igual es se obtienen elementos
iguales; (2) propiedad asociativa; (3) propiedad del simétrico ; (4) propiedad del neutro.
SEG3Db. f(x)=f(y) = a*x =a*y = [por a) ] x=y ;



(fﬁnﬁ MA2221 Sept.-dic. 2006

Universidad Simén Bolivar COMPLEMENTOSY EJERCICIOS
Depto. de Matematicas [ Claudio Margaglio]
Purasy Aplicadas

SE63c. S unafuncidn esinyectiva, cualquier subconjunto, A, de su dominio, con un
nimero m de elementos tiene imagen con e mismo nimero de elementos:
|A|=]f(A)|=m : entonceslaimagen, f(G), es un subconjunto de G con & mismo
numero (finito) de elementos que G asi que necesariamente f(G)=G lo que significaque
f es sobreyectiva;

SE63d. Considerelafuncion f : Z—Z definida por f(X)= 2x que es inyectiva pero no
sobreyectiva, ya que por gemplo 1¢f(Z) ;

SE63e. Para que un dominio de integridad sea un cuerpo es suficiente que todo
elemento a0 tengainverso ; consideremos lafuncion f : D—D definida por f(x)=ax
y observemos que como por b, ¢) f es sobreyectiva, serd 1ef(D) esdecir 1=f(b) con
algun conveniente be D ; pero entonces f(b) =ab=1, esdecir,b esinversodea;
SE63f. Sigue de €) yaque Zp esdominio de integridad finito.

SE64.1) S (a, n)=(b, n)=1 entonces (ab, n)=1 ya que podemos observar por g emplo
gue existen r, s, u, v enteros tales que ar+ns=1=bu+nv delo cua sigue:

1 = (ar+ns)(bu+nv) = abru+n(arv+bsu+nsv) asi que existen los enteros

h=ru, k=(arv+bsu+nsv) tales que (ab)h+nk=1 de lo cual sigue que (ab,n)=1;
habiendo verificado esto, tenemos que lamultiplicacién en € anillo Z, que estamos
considerando, determina también una multiplicacion en € subconjunto G;

i) Como lamultiplicacion de Z, es asociativa, |0 es necesariamente la multiplicacion de
elementos de G; como (1, n)=1 el neutro pertenecea Gy s ac G sigue que a tiene
simétrico en G, con e mismo procedimiento que se usd en la verificacion de SE63e:
lafuncion f: G—G definida por f(x)=ax esinyectivay por ser G finito, sobreyectiva,
por lo cual existe be G tal quef(b) =1eG y b esel sméricodea.

SE65. Ga={ [1]4 ,[3]4 } ; o(4)=2;

Ge={[1]e . [Sl6 } ; ¢(6)=2;

Gz={I[l7., [27,[3]7,[4]7 ,[3]7 . [6]7} ; ©(7)=6;

Go={ [1l9 .[2l9 , [4l9 . [Slo , [7]o .[8l9} ; ¥(9)=6;

Gi2={ [112 .[5]12 , [7]12 , [11]12} ; (12) = 4.

SE66a. Seaac G cuaquier elemento de G ; lafuncion f : G—G definida por

f(x)=ax esinyectiva[ ver SE63]y como G tiene un nimero finito de elementos, f es
también, necesariamente, sobreyectiva; por 1o tanto e conjunto { f(x)|xe G } esel
mismo G y por consiguiente el producto de todos los elementosde G : aj.ap...an es el
mismo que e producto f(ay).f(ap)...f(an) = a.aj.a.ap...a.an = (a)"ag.ar...any
multiplicando ambos miembros de laigualdad (ay.ap...an)=(a)"(a1.az...an) por €
inverso de (a1.as...an) Sigue 1=(a)".

Observacion importante.

El teorema de Euler también vale en un grupo no conmutativo, sin embargo la
demostracion que acabamos de efectuar no es valida en ese caso ya que usamos la
propiedad conmutativa.

SE66b. Tenemos que demostrar que: si (a, n)=1 entonces [a]®(N) =[1] ;
yasabemosque G ={ [x]eZn| xe Z, (x, ) =1} esun grupo conmutativo [ver E64];
y por ladefinicion de lafuncion de Euler, sabemos que €l orden de G es ¢(n) .

Por consiguiente, por e "teorema abstracto de Fermat" setiene [a]®( =[1] .
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SE67. Al considerar los elementos a, a2,..., aK,... deberén presentarse repeticiones, ya
gue €l grupo tiene un nimero finito de elementos. Sea entonces h e menor entero

positivo parael cual ah=a[ y por consiguiente ah-1= e = neutro ] ;

Laexistenciade un tal entero positivo, h, lagarantizael principio del buen orden ya que
el subconjunto E de los enteros positivos, m, paralos cualesam=a, no esvacio

[por el "teorema abstracto de Fermat”, si n es el orden del grupo, entonces a"=1 luego a*1=a];
verifiquemos que los elementos a, a2,..., a-1= e son todos diferentes: en efecto si fuese
al=ak, con1<i<k<h-1 tendriamos : a=ak-i+1, con k-i+1< hlo cua contradice que h
erael menor entero parae cud seteniaah=a. Asi queh-1ese ordendea.

Nota : Definiendo (en cualquier grupo, conmutativo o no), las potencias de un elemento
aen lamaneraacostumbrada: si n es entero no negativo : al=e=neutro, a™1=ana;

s nesnegativo : ah= (a1)"" valen las usuales "reglas de |os exponentes’, a saber
alak=al*k, (ak)i= aki [y si e grupo es conmutativo, akbk=(ab)k ]; estas reglas se
pueden demostrar por induccion.

SE68. Sea G un grupo de n elementosy seam el orden de cierto elemento ac G;

por € teorema abstracto de Fermat tenemos que a=e=neutro y por definicion de orden
de un elemento aM=e=neutro ; dividiendo n por m tenemos:

n=m.g+r,con 0<r<m; por consiguiente a'= al-Md)= e = neutro y esto implicaque
r=0yaques asi no fuese, m no seria el menor entero positivo parae cual am=e.

Nota importante.

En lamisma manera se demuestra la proposicién 2 del cap. 11 E, pag. 96 del texto de
Lindsay Childs.

SE69.

[E17 del texto] 247= (222)2 23=1.23= 8;
23 23

[E18 del texto] como 25?% 2 setiene:

247=(25)9 22= (29) 22 = 211= (25)22 = 23 = 8;
. 30 30 30 30 30 ' '
quizas més sencillo seria observar que las sucesivas potencias de 2 "maodulo 30" se

repiten ciclicamente: 2, 4, 8, 16, 2, 4, 8, 16, ... de maneraque s € resto deladivision del
exponente por 4 es =1 la potencia consideradaes = 2,9 € restoes 2, 3%04 , S € resto

30
es3 350 8, de manera que, como € resto de ladivision de 47 por 4 es 3, larespuesta
debiaser §0 8;
[E19 del texto] como 72= 9, 74=1, setiene: 7126=(74)3172=9;
10 10 10

También en este g ercicio es conveniente observar que :
71=7,72=9, 73=3, 74= 1, 7°= 7, 76= 9... demaneraque, como € resto de

10, 10 10 10 10 10
ladivision del exponente 126 por 4 es 2 larespuesta es 1509 ;
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[E20 del texto] Como 521521 resulta [si quiere, lo puede demostrar por induccion] que :
5”1521 sinespar, 5”1525 s nesimpar, de manera que 54001521 ; andlogamente
3”1529 sinespar, 3“1523 s n esimpar, de maneraque 34001529;

[E21 dél texto] Por el teorema de Fermat tenemos [17]28=[1] en Z g por lo cual
[17]27 actuard como [17]71;

como [17]%=[289]=[-1] , resultaque

[17]2"= [-1]"=[1] S nespar, [17]?"= [-1]"=[-1] S n esimpar ;

por lo tanto [17]27= [17]%9[17] = [-1][17] =[-17] =[12] y & inverso multiplicativo de
[17] en Z29 se puede representar con 12.

Un procedimiento un poco més largo parahallar [17]™1 hubiese sido resolver la
ecuacion : 17x+29y = 1 con €l agoritmo de Euclides :

29 = 17.1+12; 17=12.1+5, 12=5.2+2 , 5=2.2+1 luego 1=5-2.2=5-2(12-5.2) =
=5.5+(-2)12 = 5(17-12)+(-2)12 = 5.17 +(-7)12 = 5.17+(-7)(29-17) = 17.12+(-7)29
delocua siguex; =12 .

[E22 del texto] Podriamos, como en el gercicio anterior, observar que

en Z 4 setiene [12]-1=[12]39 quedando la dificultad de expresar [12]3° por medio de
un representante positivo menor que 41; en este gercicio aparentemente no hay ninguna
potencia sencilla de [12] que dé como resultado [-1] ...

Laotraposibilidad es aplicar nuevamente Euclides.

Una observacion completamente casual que nos puede ayudar, es que 29=41-12, por lo
cual recordando laigualdad del gercicio anterior : 17.12+(-7)29 =1 obtenemos =
1=17.12+(-7)29 = 17.12 +(-7)(41-12) = (17+7).12+(-7)41 = 24.12+(-7)41 de

maneraque [12]1=[24] .

[E23 del texto] i) orden de [11] en Z 26 ;

como @(26)=p(2)p(13)= 12 & orden de [11] esun divisor de 12 es decir

podriaser 1,2, 3,4,6,12;

calculemos: 112=121=17=-9, 113=1331=5, de maneraque 116=52=25=-1; de
26 26 26 26 26

esto sigue que ningun divisor de 6 puede ser € orden de[11] ;

por otra parte 114256(-9)225 81§63 asi que € orden de[11] no puede ser ningun divisor

de 4. Por consiguiente &l orden buscado es 12;

ii) orden de[11] en Zo3;

sabemos que como 23 es nimero primo, los 22 elementos no nulos de Zo3 forman un

grupo multiplicativo, asi que por € teorema abstracto de Fermat cualquier elemento de
este grupo tiene orden que es divisor de 22; €l orden puedeser 1, 2,11022;

tenemos: 112=121=6, 114= (6)2=13,114=169=38,
23 23" " 23 23 23
1111:118+2+12538.6.11:529253-1 ; por lo tanto €l orden buscado es 22 ;

iii) orden de[11] en Z1g; el orden buscado esdivisor de 18 ;
113= 1331159 1 [yaque19.70=1330] por lo cua €l orden es3.
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[E24 del texto] i)Posibles érdenes de elementos de Z 13 : todos los divisores de 12 ;
tiene orden =1 sdlo[1] ; orden 2 sblo [12] ; orden 3: [3].[9] ; orden 4 : [5], [8] ;
orden 6: [4],[10] ; orden 12: [2], [6], [7], [11] .

ii)Posibles 6rdenes de elementos invertibles de Z g : todos los divisores de 8=¢(20) ;
tieneorden=1s0lo[1] ; orden 2:[9], [11], [19] ; orden 4 : [3], [7], [13], [17] ; no hay
ningun elemento de orden 8;

[E25 del texto] (importante) Seaord(@)=n, b=a", (r, n)=d, r=r1d , n=n1d y sabemos
que (r,n1)=1;

para demostrar que ord(b)= n/d = n basta poner en evidenciaque : i) b™= e = neutro;
ii) si bM=e entonces por consiguiente ny|m.

Tenemos en efecto : bM= (a)M= M= g1:0N1= F1.N= @)= g

S b™M=e entonces ()™M= &M= e luego rm esmultiplo de n, esdecir r.m=kn.

[ recuerde SE68 de esta guia y/o la proposicion 2 del cap. 11E de pag. 96 del texto de Lindsay
Childs];

rrm=kn = ry.dm=k.n;.d = rz.m=Kk.npy como n; dividers.m pero (ry,n)=1,
sigueque ny dividem.

[E26 del texto] En laresolucion del gercicio E23 del texto, parte ii) vimos que el
orden de[11] en Zp3es22; de esto sigue que las potencias de [11] de exponentes 1
hasta 22 son los 22 diferentes elementos no nulos de Zo3.

SE70. SeaG ={a, a2, a3,..., a*1=e} un grupo ciclico de n elementosy sead un divisor
de n; sea b= ak un elemento del grupo quetengaordenh ;

para que ak tenga orden d, debe ser [ver gercicio [E25 del texto] (importante) ] :

d=n/(k, n) esdecir: (k,n)=n/d; asi quelapreguntaes: ¢ paracuales nimeros
enteros, k, del intervalo [1, n-1] & maximo comun divisor con n es cierto divisor
asignado, n/d = h ? Observemos que € mismo h esel menor de ellosy que los demés
[dentro del intervalo [1, n-1] ], se obtienen multiplicando h por un nimero relativamente
primo con d. De esta forma se obtienen exéctamente ¢(d) posibles valores parak.

A titulo de gemplo, sea n=60, sea a un elemento de orden 60 y hallemos todos |os
exponentes, k, tales que ak tenga orden d=12. Debe ser (6(6)Ok) =12, (60, k)=5;
evidentemente el menor valor posible parak es k=5 ; s multiplicamos k por un nimero,
s, relativamente primo con 12, también e nuevo maximo comun divisor (60, 5s) sera 5,
mientras que s mutliplicasemos k por un nimero, t, que tenga aguin factor primo
comun [por g. t=14] con 12, e MCD seria (60, 5.14) = (60, 70)= 10 # 5.

Como los posibles nimeros por los cuales podemos multiplicar k obteniendo un
numero del intervalo [1, 59] tal que su MCD con 60 siga siendo 5 son entonces los
©(5)=4 nimeros : 5.1, 5.5,5.7,5.11 esdecir 5, 25, 35, 55, estos son |os exponentes
posibles.



